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$�����	��	��	 ��������	 ��	 ���	 ���	�	 �������	 ������������	 � ���!�	 ��	 ����"���������#	$���
�!������	%���	&����!���	�������!������	��	������%	���� ��!�	 '()	��&	&���!�	 '��)	 ��	#�*���	��	�
!�����+	 ���	 ���	�	 �� ��!�	 ������������	 ��	 �!��	 ��������	 ,�	 ������%	 ����!��	 ���� ��!�	 -

XA
b 0 .

.	'�	/	�)⋅
01�	��23�4	��&	&���!�	-
XD

b 0 .	'
��	/	0��)⋅
01�	��23�4	�!�	����&	��&	����	��	��������	��

���	�� ��!�	�����������	��	�!��	��������	,�	����5�&	������%	&���!�	%��	��&�		-
XD

b + 	66	
XD
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��	��	9��%�+	��	�������&����!�	�������*�	 !�������	��	,��"
&��#	�!��	��������	'����!	�������!�����	 Xn )	,�	������%
����!��	���� ��!�	)0+	������%	����5�&	5:	��&	����!��	50

&���!�	'��!���!	����!��	���� ��!�+	����5�&	��&	����!��

&���!�+	����!	�������!������	����!&��#��	 0A
N +	

D
N + 	��&

0D
N )	 ��9�	 ����	 -�����	 !�������	 ���&	��	��!������	��

,���&	�������"����!��	���� ��!	' 0A X )+	,���&	�������"
����5�&	&���!	'D X+ )	��&	,���&	�������	1	����!��	&���!
' 0D X )	��� �����4�	;��	�� �!����	���!����!������	��	���
!���	��	�,�*�" �����&	,��&��#	 !�������	�!�	�� ��!�	��"

����������	��	�!��	��������	,�	����!��	���� ��!�	 0A X
b +	����"

5�&	
D X

b + 	��&	����!��	 0D X
b 	&���!��	<��	��	���	����!���!�

 !���������	��	&���	�,���	 0A X
b +	

D X
b + 	��&	 0D X

b 	*�����

��	�������&����!�	������	=�����+	����	��	-
4	�	����!������

�����������	��	�!��	�������	,��&��#	,�	����!��	�� �!�"
����	��	�������&����!�	%��	��!!��&	���	'����!��������+

���	�� !������	��!	 0A X
b 	��	���	#�*��	��	���	����&	 � �!)+

��&	��	-�+24	��	����� �	��	�*������	���	�!��	�������	�� "

��!�	�����������	,�	������%	����!��		��&	����5�&	�!� �	��

�&�	%��	��&�	' 0A X
b 	.	2⋅
01
0	>�23�	�!	2⋅
01�	>�23�	��"

��!&��#	 ��	 -�4+	 ��&	
D X

b + 	 .	 8⋅
01�	 >�23�+	 0D X
b .

. 8⋅
017	>�23�		����!&��#	��	-24)�	?�	���	 !�����	%�!9+	��

�	!�����	��	���	��������	��	���	���������	������������	� ��"
�!�	��	����"���������#	$���	�!������	��	6�.	���	�	'��	��%
��� �!���!��	����	�!�	 �������&����!�	-�4)	%���	&����!"
���	�������!������	��	������%	���� ��!�	�)	��&	&���!�

�5+	%�	%���	#�*�	���	���	�	 0A X
b 	��&	 0D X

b 	*�����	��&

�*������	���	���	�	
D X

b + 	*����	��!	#������	�!����&��

(������
�� �
�� 
������� 0A X
b �� +D X

b � ��� 0D X
b

!�����

�	�����&	��	�,����	���	 0A X
b +	

D X
b + 	��&	 0D X

b 	*�����

�����%�	�!��	��	��������	��	�����������	��	���������	����"

����	,��&�	��	 �������&����!�	-����!	���&����*���	��	&�"
��!����&	 ,�	  ���������!���	 '�������!�����	 δ�)	 ��&
 ���������	'	�������!�����	δ�)+	 ��	����	��	6	.	���	�

0A
N .	 0D

N .	0+	
D

N + 	.	 DN 	��	&�!9����	��&	 0A
N 	≈	 AN +

0D
N ≈	 DN 	66	

D
N + 	%���	����������&	'���	#�*��	 0A

N +

D
N + 	��&	 0D

N 	*�����	��	����������&	 �������&����!�	�!�

��!!���	��!	�������&	���� ��!�	��&	&���!�	-�4+	����	 !�"

&���������	,��&	�!��	��������	��	����"���������#	#������
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�!����&�	-�4)4�	*�&�����+	��	 �������&����!�		����������"
��	�����������+	��&���&	,�	������������	��	�������"�� �"

!���	��� �����	 0A X ' 0A X
I )+	D X+ '

D X
I + )	��&	 0D X ' 0D X

I )

��&	����	,�	!����,�������	��	�!��	��������	X ' XI )+	�!�

#�*��	,�	���	�����%��#	!��������	@%���	%!����#	A�	'
)1
'�)	%�	������&	����+	��!����+	���	�������!������	��	���� "
��!�	��&	&���!�	����	,���&	��������	��	�����+	��&	���"
��&��+	������������	��		�!��	��&	,���&	��������	 !����&�
������	%���	���	 �����	��������B	-�4�

0A X
I 	.	 0 0 XA X A

b N n 	≈	 0 A XA X
b N n + '
)

D X
I + 	.	

XD X D
b N n+ + + '�)

0D X
I 	.	 0 0 XD X D

b N n ≈	 0 D XD X
b N n + '2)

XI 	.	α7��7�+ '�)

%��!�	α7���	���	 !�,�,�����	��	���	�!��	�������	!�&����*�
������������	@���	���	�	α7�*����	��	α7�.	���⋅
0�	�1
+	��
�����%�	�!��	���	���	�	&����	����	��	���	�!��	�������"
��&���&	������������	τ7	.	
3α7�≈	�	��	-84�	����	��!�	����	��
��	��%	��� �!���!��	�!��	��������	��*�	���	C��%������	&��"
�!�,�����+	����	����!��������	α7�.	2⋅
07	�1
	-�4�	�	&����!"
����	��	�� �!�������	��&	����!������	 Xα 	*�����	���������
����	���	&���!�,�����	��	�!��	��������	��	��%	��� �!���!��
��	���	���	C��%������	���B�	��+	��	���	����&	���	�!��

A�	'
)1'�)+	���	���	�	 0A X
b +	

D X
b + 	��&	 0D X

b 	*�����	����&

,�	����&	�!��	���	�����%��#	�,*����	!���������

0A X
b 	.	

A

X

X

XA

NI

I α0
+			

D X
b + 	.

+

+

D

X

X

XD

NI

I α
+

0D X
b 	.	

D

X

X

XD

NI

I α0
+ '�)

��	%�	���	���	�*����,��	�� �!�������	 0A X
I 3 XI +	

D X
I + 3 XI +

0D X
I 3 XI +	 AN +	

D
N + 	��&	 DN 	*�����	��&	���	9��%�	α7

*����	'���	�  ��&��)�

)�� *����������

?�	��!	�� �!������+	����"���������#	$���	�!������	%�!�
���&	'���	� ������	!������*���	ρ	≈	�⋅
0�	D��⋅��	��	200	�
��&	ρ → ∞	��	6	.	���	�)�	;���!	&�!9	200	�	���&����*���
%��	&���!����&	,�	����5�����	��	&�� 	����*�	&���!	&�"
�����	E�	'�������!�����	 2ELN 	≈	�⋅
0
8	��12)	 �!���	���"
 ������&	,�	������%	���� ��!�	'��!,��	�����+	������"
�!�����	 AN )	��&	&���!�	'�������	�����+	�������!�����

DN )+	����	 2ELN 6	 AN 	1	 DN 	6	0	-�4	@���	�������!�����
��	�$�	&������	��&	�A����,!���	!���"��� �!���!�	���"
����!�����	��	����5�&	�$�	&������	�$�:		 2ELN + 	.	 AN 	1

DN 	6	0	%�!�	����&	'%���	���	����!���	/	
0	F)	�!��
200 �		���!�!�&		�,��! ����		� ���!��		���������&	%���
���	&�� 	&���!		�$�	-�1
04B�	G���	������&	'��	6	.	��� �)
����!	���&����*���	%��	&���!����&	,�	������	�����!���	��&
�����	-�+�4�	;��	���	�	������������	� ���!�	'����������
���������	$)	��	����"���������#	$���	�!������	%���	&����!"
���	�������!������	��	��!,��	��&	�������	%�!�	���&��&	@���
��!,��	�������!�����	'%���	���	����!���	/	�0	F)	%��
����&	�!��	���	�����	��	�	���!�!�&	�,��! ����	�����!�"
�����	��	λ	.	
���	µ�	'%�*����,�!	��0	��1
)�	���	�������
�������!�����	'%���	���	����!���	/	20	F)	%��	��������&
�!��		���	����	1	� ���!���� �	��������	��&	���	9��%�
�A����,!���	�������!�����	��	 �����*���	���!#�&	�$�	&�"
�����	 2ELN + 	��&	��!,��	��������	�,*������	 DN 	.	 AN 	1

1	 2ELN + 	��	6	.	200	�	��	
D

N + ≈ DN 	��&	 0A
N .	0	��	!���

��� �!���!�	-�+�4B�	?�	���	���	�	$���	������������	� ��"

�!��	'����!	���	&���� �������	,�	��&�*�&���	��� ������
%���	���	����!���	/	�0	F)+	��������	,��&�	��&���&	,�
������������	 ��	 ,���&	 ��������	 0A X 	 ' ��9	  �������
�ν�	.	
��
�	�H)+	 D X+ 	 '�ν�	.	
��
22	�H)	��&	

0D X
'�ν�	.	
��
�
	�H)	��&	����	,�	!����,�������	��	�!��	��������
X 	'�ν�	.	
��
�2	�H)	%�!�	����!��	����	'I�#�	
)	-�4�	;��

��������	�����������	 0A X
I +	

D X
I + +	 0D X

I 	��&	 XI 	��	����"

�����	��	��!,��	��&	�������	�������!�����	%�!�	����&�	��

��%	����������	 �%�!�+	���	���&	�����������	 0A X
I +	

D X
I + +

0D X
I 	 ��&	 XI 	 ����#�&	 A��&!��������	%���	$	 ' 0A X

I +

D X
I + +	 0D X

I +	 XI 	J	$�+	���	-�+�4)�	���	����	 0A X
I +	

D X
I + +

0D X
I +	 XI 	*��	$	&� ��&������	�������	����	��	�!������	���"

&��&	 0A
N +	

D
N + +	 0D

N 	≠	ϕ'$)	-�4�	��	�� ����&	'���	-�4)
��!����5�&	,���&	�������	 0A X 	��&���&	��������	�����"

����	 0A X
I 3 XI 	����#�&	�����!��	%���	 AN 	��&	��!����5�&

,���&	�������	 0D X 	��&���&	��������	���������	 0D X
I 3 XI

����#�&	 �����!��	 %���	 DN 	 ����	 0A X
I 3 XI 	 J	 AN 	 ��&

0D X
I 3 XI 	J	 DN 	'���	I�#�	�)�

����� �����
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+���� &�� 	;��	 ���	�	,���&	 ')07+	5:7+	507)	 ��&	 �!��	 '7)	 �������"
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;��	�����%��#	���	�	*�����	��!	���	�� ��!�	������������	��
�!��	��������	,�	����!��	���� ��!�	��&	&���!�	%�!�	����&

-���	A� '�)	��&	����	I�#�	�4�	 0A X
b 	.	'�/�)⋅
01�	��23�	��&

0D X
b .	 '
��/0��)⋅
01�	 ��23�	 -!����!	 �����	 ����!���	��

0A X
b 	��&	 0D X

b 	�����!������	�!�	��������&	%���	�	���!��

��!#�	������!�����	��	���	 AN 	��&	 DN 	&���!��������	��&

��	���	&���� �������	��	$���	������������	� ���!��	��
��&�*�&���	 0A X +	 0D X 	��&	7	��� ������	'����	%���

&���!�����#	��	 0A X
I +	 0D X

I 	��&	 XI 	*�����)4�	��	���	���	�

D
N + 	*����	��	��9��%�	'�,*������+	 D

N + KK DN )	+	%�	����&

����	�*������	���	
D X

b + 	*����	1
D X

b + 	66	 0D X
b 	'����	���"

��%�	�!��	���	�������	�,��!*�&	��	��	�� �!�����	!�������

D X
I + 3 0D X

I 	.	
D X D

b N+ + 3 0 0D X D
b N 	≤	
)�	��+	��	#������

�!����&�+	���	�����%��#	!�������	,��%���	 0A X
b +	

D X
b +

��&	 0D X
b 	�������	 0A X

b 	K	 0D X
b 	KK	

D X
b + �	;��	����&

��!!�������	,��%���	 0A X
b +	

D X
b + 	��&	 0D X

b 	*�����	����&

,�	�� �����&	��	�����%��	�	��!������	��	,���&	��������
0A X +	 D X+ 	��&	 0D X 	����!�	&��	��	���!������	��	�!��

��������	��	���� ��!�	��&	&���!�	��	�	!�����	��	&� ���"
&� ���		'����	!���!�	��	7	��&	 0A +	7	��&	 0D )	�!	&� ���"
���!#�	'����	!���!�	��	7"5:	)	����!������	'�,*������+	&�"
 ����	�!�	��&���&	,�	���	������	 ���!�5�����	��	��������
��&	����!��	���� ��!�+	&���!�)�	L�&��,��&��+	�	&� ���
��������	��	����!��	���� ��!�	��	����	����	����	��	���"
�!��	&���!�	&��	��	�	!����!	�����	<ö�!	!�&���	��	���	��"
�� ��!",���&	����	��� �!�&	��	����	��	&���!",���&	����"
�!��	��&	�	&� ���	��������	��	����5�&	&���!�	�����&�
����	��	����!��	&���!��	��	�	!�����+	���	�� ����	����	���

!��������	 0A X
b 	 K	 0D X

b 	KK	
D X

b + 	%���	 ,�	 �,��!*�&	 ��

�������&����!��

;��	�,�����&	���	�	 0A X
b +	

D X
b + 	��&	 0D X

b 	*�����	��

$���		�  ��!	��	,�	!����!	��!#�+	��	����	������!���	�	!���"

��*���	��#�	����������	��	�!��	�������	�!�  ��#	,�	������%
���� ��!�	��&	&���!�	��	#������	�!����&��

.�� �
	����
�

;��	���	�	�� ��!�	������������	��	�!��	��������	,�	����!��
���� ��!�	��&	����5�&	��&	����!��	&���!�	��!	#������
�!����&�	%�!�	����&	��&	�����5�&�	;��	�,�����&	&���
�!�	�� �!����	��!	��&�!����&��#	��	!�#���!�����	��	���
,���&	�������	��&���&	������������	��	����!��������	����"
���&����!�+	%����	�!�	%�&���	���&��&	��%�

$������

*�&�����+		A�	'
)	1	'�)	���&	��	�	,����	��!	�,������#

�� �!�������	 0A X
b +	

D X
b + 	��&	 0D X

b 	*�����	-���	A�'�)4

�!�	*���&	��!	�����!���	������&	 �������&����!�	-��	����

δ�+	δ�	≠ ϕ'�)+	%��!�	�	��	���	 !� �#�����	&�!������	��	���
�������#	��#��4�	D,*������+	��	����������	��	���"�����!�
-����	δ�+	δ�	.	ϕ'�)4	����	���	���������	��������	�����������
�!��	�	 �������&����!	�!��

0A X
I 	.	 0 0 XA X A

b N n dy∫ 	≈	 0 A XA X
b N n dy∫ + '�
)

D X
I + 	.	 XD X D

b N n dy+ +∫ + '��)

0D X
I 	.	 0 0 XD X D

b N n dy∫ ≈	 0 D XD X
b N n dy∫ + '�2)

XI 	.	 ∫ dynXXα + '��)

%��!�	����#!�����	��	�*�!	���	������	��	���	��#��"�������#
!�#���	��	���	�"&�!������	'��	����	!�#���+	��	%��	 �����&
�,�*�+	 0A

N 	≈	 AN 	��&	 0D
N 	≈	 DN 	66	

D
N + )�

��+	��	���	����&	���	�!��	A�	'�
)"'��)+	��	�	&�������&
����	 '���"�����!�	 ����������	 ��	  ���������!���	 ��&

 ���������)	���	 0A X
b +	

D X
b + 	@��	δ�3δ�	≠ ϕ'�)+	����	

D
N + ≠

��
��

��
��

���

�

I D
0 X

/ I
X

N
A   

,  cm�3

I A
0 X

/I
X

a

��
��

��
��

��
��

���

�

b

N D ,   cm�3

+����(�	 XXA
II /0 	*��	�)	'�)	��&	 XXD

II /0 	*��	�5	'8)	*�!�������	��

����"���������#	$���	 ��	6�.	���	��	;��	 ��!��#��	 �����	 1	 ����!���"

���	&� ��&�����	-����	�����%	�!��	A�	'
)+	'2)	��&	'�)4	 XXA
II /0 	.

.	 ' XXA
b α/0 )�)	 '�)	 ��&	 XXD

II /0 	 .	 	 ' XXD
b α/0 )�5	 '8)+	%��!�

XA
b 0 .	 �⋅
01�	 ��23�+	

XD
b 0 	 .	 	 
��⋅
01�	 ��23�	 ��&	α7	 .	 2⋅
0�	 �1
�

�	 &���������	 ��	 �� �!�������	  �����	 �!��	 ���	 ����!������	 ��!��#��

�����	 ���%�	 ���	 ����!���	 ��	
XA

b 0 	 ��&	
XD

b 0 	 &���!���������



��������	����������%���������	
����	�����
���������	��
�����

���������0�1������

≠ ϕ'�)	 ��	�	 ��#��"�������#	 	 !�#���+	 ���	 -�4B+	��&	 0D X
b

*�����	����&	����	,�	����&	�!��	A� '�)�	I!��	����	���"

��%�	����	���	 !� ���&	�����&	��	&���!��������	��	 0A X
b +

D X
b + 	��&	 0D X

b 	*�����	-�!��	A� '�)4	����&	,�	���&	��!

���	9��&	'�����!�	�!	���"�����!�)	 �������&����!	����"

�������

9�(�������


� ���� E� ����	<���&��#	 ��&	&�����������	��	C����	 ��������	 ��

 ������	��&	�� �!���	����!��	33	:�;��
&�����
���+	)'�)+	  � �2��"

�220	 '
78
)	 '��	=������)�

�� M� C�#&�+	N� C��!+	��������	 ��	 ��������	 ��	�&�	 ��	 ��%	 ���"

 �!���!�	 33� ����9�&�<�+	('
0)+	   ��07�"�
02	 '
7�0)

2� H�E� <!��&�+	 ?�?� ;�!��9�*�9�+	H�<� ;������*+	��������	 ��	 ��"

����������	 ��	 �!��	 ��&	,���&	 ��������	 ��	�&�	 �!������	 33	:�;�


&����=�� 
���+	 &,'
�)+	   � 2�2
"2�27	 '
7��)	 '��	=������)�

�� ��M� $������9+	��H��!�9��!�*���+	 ������!�����	 ��	 &���!��"

������	 ��	 ���	 ������%"��*��	 �� �!���	 �������!������	 ��	 ����"

���&����!�	 �!��	 ���	 ��������	 ��	 ���	 �������	 ������������

� ���!��	 33� :�;�6�%���%����	���&+	)/'�)+	   � �
7"���	 '�00�)

'��	=������)�

�� ��M� $������9+	 ��H� �!�9��!�*���+	 ��������	 ��	 ���	 ���!"

,��&"�&#�	 ������������	 ��	 �������&����!�	 ���������#	 ���"

����&	 ��&	 ,���&	 ������%	 ���� ��!�	 ��&	 &���!�	 33� �������"

�	�
������������	��
	�� ����
������� ������
�����
������+	.'�)+

  � 2�2"28
	 '�00�)�

8� $�G� N����+	G��� ����+	 E�G� C����9�� +	��;� I����+	$�"

���	���������!	��!��#��	��	�!��	��������	��	$���	33�����9�&�<�+

).'
�)+	   � ���
"����	 '
7��)�

�� ���� E�*����9+	 H�H� D�� �*+	 &#�	 ������������	 ��	 ���	 &�"

!���"#� 	 �������&����!�	 33 � *���%��� (�;� ��	%�+	 &))'2)+

  � ���"���	 '
7�
)	 '��	=������)�

�� ��M� $������9+	O�?� $�!����*+	 ��H� �!�9��!�*���+	L��	 ��

 ����"	 ��&	 �����&�������������	 ��!	 ���&���#	 ��	 ���	  ����"

���	  !� �!����	 ��	 ����	 1	 ���������#	 ��&� �&	$���	 �!������	 '�

!�*��%)	 33	��
�����
������� ���� ��������	�
��� 
�����>	��+	 (,+

  � 88"78	 '
77�)	 '��	=������)�

7� �� <!��!��+	M��� E��!+	I���	%���!"��  ��#	��	 �����	 ��&	 ����5�&

E�	 �������!�����	 ��	 ����"���������#	$���	 ����#	 ���!�!�&

�,��! ����	 33� )��������$�

�+	 ..'�2)+	   ����8	 1����	 '
7�7)�


0� C� ��������+	 �� ;�!�&�+	 C� P�������+	 P� C�������+

C��������	 ��!	 ����#���5��#	 �����!����	  !� �!����	 ��	 ����"

���������#	 $���	 &�!��#	 ��������#	 33� ?�)��������+	 01'�)+

  � ��7�"��7�	 '
77
)�


